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摘 要： 提出了一种新的五元联合稀疏形式表示方法，并对其进行了详细的研究．对任一整数对，证明了该五元
联合稀疏形式表示是惟一的；对任一二进制长度为 ｌ的整数对，证明了该五元联合稀疏形式表示的平均联合汉明重量
是１／３ｌ；将该五元联合稀疏形式表示用于快速 Ｓｈａｍｉｒ算法，与三元联合稀疏形式表示方法相比，该算法可节省０１６７ｌ
个点加运算；与已有的一种五元联合稀疏形式表示方法相比，该算法可节省００５４ｌ个点加运算．

关键词： 新五元联合稀疏形式表示；平均联合汉明重量；椭圆曲线密码；标量乘法对

中图分类号： ＴＮ９１８１ 文献标识码： Ａ 文章编号： ０３７２２１１２（２０１１）０１０１１４０５

ＴｈｅＡｌｇｏｒｉｔｈｍｏｆＮｅｗＦｉｖｅＥｌｅｍｅｎｔｓＪｏｉｎｔＳｐａｒｓｅ
ＦｏｒｍａｎｄＩｔｓＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ

ＷＡＮＧＮｉａｎｐｉｎｇ
（ＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，ＴｈｅＰＬＡＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｚｈｅｎｇｚｈｏｕ，Ｈｅｎａｎ４５０００４，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ａｎｅｗｆｉｖｅｅｌｅｍｅｎｔｓｊｏｉｎｔｓｐａｒｓｅｆｏｒｍｉｓｐｒｏｐｏｓｅｄａｎｄｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｅｄｄｅｅｐｌｙｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ．Ｉｔｉｓｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｅｖｅｒｙ
ｐａｉｒｏｆｉｎｔｅｇｅｒｓｈａｓａｎｕｎｉｑｕｅｆｉｖｅｅｌｅｍｅｎｔｓｊｏｉｎｔｓｐａｒｓｅｆｏｒｍａｎｄａｖｅｒａｇｅｊｏｉｎｔｈａｍｍｉｎｇｗｅｉｇｈｔｏｆｔｈｉｓｆｉｖｅｅｌｅｍｅｎｔｓｊｏｉｎｔｓｐａｒｓｅ
ｆｏｒｍｉｓ１／３ｌｉｆｔｈｅｂｉｎａｒｙｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｓｌｅｎｇｔｈｏｆｔｈｉｓｐａｉｒｏｆｉｎｔｅｇｅｒｓｉｓｌ．Ｗｅａｐｐｌｙｔｈｉｓｆｉｖｅｅｌｅｍｅｎｔｓｊｏｉｎｔｓｐａｒｓｅｆｏｒｍｔｏｆａｓｔ
Ｓｈａｍｉｒａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｃｏｍｐａｒｉｎｇｗｉｔｈｔｈｒｅｅｅｌｅｍｅｎｔｓｊｏｉｎｔｓｐａｒｓｅｆｏｒｍ，ｔｈｉｓａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｖｅｓ０．１６７ｌａｄｄｉｔｉｏｎｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ．Ｃｏｍｐａｒｉｎｇｗｉｔｈ
ｅｘｉｓｔｅｄｆｉｖｅｅｌｅｍｅｎｔｓｊｏｉｎｔｓｐａｒｓｅｆｏｒｍ，ｔｈｉｓａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｖｅｓ０．０５４ｌａｄｄｉｔｉｏｎｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｎｅｗｆｉｖｅｅｌｅｍｅｎｔｓｊｏｉｎｔｓｐａｒｓｅｆｏｒｍ；ａｖｅｒａｇｅｊｏｉｎｔｈａｍｍｉｎｇｗｅｉｇｈｔ；ｅｌｌｉｐｔｉｃｃｕｒｖｅｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｙ；ｐａｉｒｓｏｆｓｃａｌａｒ
ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ

１ 引言

椭圆曲线点群上的标量乘法运算 ｋＰ＝Ｐ＋Ｐ＋…
＋Ｐ是实现椭圆曲线密码体制的最主要的运算，其中 ｋ
∈（０，ｎ）为正整数，ｎ为椭圆曲线点群的阶所包含的大
素因子，Ｐ为点群上的任意点．当 ｋ较小时，计算 ｋＰ较
容易，但如果 ｋ很大，计算 ｋＰ就不那么容易了．此时，
需要寻找一个速度更快的算法，目前关于这方面的讨论

比较多［１～６］．
在椭圆曲线密码的应用中，有一些体制需要计算两

个标量乘法的和，即所谓的标量乘法对 ａＰ＋ｂＱ的计
算，其中 ａ，ｂ∈（０，ｎ）为正整数，ｎ为椭圆曲线点群的阶
所包含的大素因子，ａ、ｂ的比特位数为ｌ，Ｐ、Ｑ是椭圆
曲线点群上的任意两点．对于标量乘法对，当然可以分
别计算两个标量乘法 ａＰ和ｂＱ，然后将它们做点加运
算，但是能不能有更简单更直接的方法，是我们所关注

的焦点．

Ｓｈａｍｉｒ提出了一种计算乘法群中任意两个元素模指
数的乘积的快速算法［７，８］．具体地，设 Ｇ是一个 ｎ阶乘法
群，ｇ，ｈ∈Ｇ，即要计算形如 ｇａｈｂ的表达式的值．考虑这
个问题是因为在诸多常用的数字签名协议（除了 ＲＳＡ）
中，都需要通过计算 ｇａｈｂ的值而达到认证的目的．一个
最直接的方法就是分别计算两个模指数 ｇａ和 ｈｂ，然后
再将所得的结果 ｇａ和 ｈｂ相乘．运用二进制“平方—乘”
方法，平均需要大约２ｌ个平方运算和 ｌ个乘法运算［９］．

Ｓｈａｍｉｒ认为并不需要分别计算两个模指数，而可以
直接将两个指数合并为一个运算，从而提高其运算速

度．一个最直接的方法就是将 ａ和ｂ同时用二进制表
示，例如 ｇ３７ｈ２０可计算如下：
３７ ＝ １ ０ ０ １ ０ １
２０ ＝ ０ １ ０ １ ０ ０

１ ｇ２ ｇ４ｈ２ ｇ８ｈ４ ｇ１８ｈ１０ ｇ３６ｈ２０

×ｇ ｇ ｇ９ｈ４ ｇ３７ｈ２０

×ｈ ｇ２ｈ ｇ９ｈ５
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这种方法称为简单 Ｓｈａｍｉｒ算法，显然这种方法平
均需要大约 ｌ个平方运算和ｌ个乘法运算．

Ｓｈａｍｉｒ进一步观察发现，如果能够预计算并存储
ｇｈ，当 ａ和ｂ的二进制表示在相同位置上都为１时，则
可以直接乘以 ｇｈ而不必分别乘以ｇ和ｈ，例如 ｇ３７ｈ２０可
计算如下：

３７ ＝ １ ０ ０ １ ０ １
２０ ＝ ０ １ ０ １ ０ ０

１ ｇ２ ｇ４ｈ２ ｇ８ｈ４ ｇ１８ｈ１０ ｇ３６ｈ２０

×ｇ ｇ ｇ３７ｈ２０

×ｈ ｇ２ｈ
×ｇｈ ｇ９ｈ５

这种方法称为快速 Ｓｈａｍｉｒ算法．因为在相同位置
上两个随机比特位都为１的概率为１／４，所以与以上简
单 Ｓｈａｍｉｒ算法相比约节省了 ｌ／４个乘法运算，从而这种
方法平均需要大约 ｌ个平方运算和３ｌ／４个乘法运算．

以上的快速 Ｓｈａｍｉｒ算法完全可以平移至计算标量
乘法对．只不过此时平方运算变成了倍点运算，乘法运
算变成了点加运算．基于椭圆曲线点群的逆运算不费
时的优势，Ｓｏｌｉｎａｓ将整数的 ＮＡＦ表示引入快速 Ｓｈａｍｉｒ
算法，这时平均需要大约 ｌ个倍点运算和５ｌ／９个点加
运算［１０］，使快速 Ｓｈａｍｉｒ算法得到优化．

但纵观以上各种算法，倍点运算次数都是 ｌ次不
变，能减少的只是点加运算次数．事实上，我们关心的是
标量乘法对中的整数对的非全零列———联合汉明重量，

即要使联合汉明重量尽可能小．据此，Ｓｏｌｉｎａｓ提出了整数
对的三元联合稀疏形式表示［１０］．经证明，任一整数对有
惟一的三元联合稀疏形式表示，且在所有取０，±１三个
值的联合汉明重量中是最小的，其平均联合汉明重量为

ｌ／２．如果将三元联合稀疏形式表示引入快速 Ｓｈａｍｉｒ算
法，平均需要大约 ｌ个倍点运算和 ｌ／２个点加运算．

因三元联合稀疏形式表示具有最小的联合汉明重

量，故若要继续减小联合汉明重量，可以试图选择 ｕｉ，ｊ
＝０，±１，±３五个值，得到所谓的五元联合稀疏形式表
示．问题是将这样的五元联合稀疏形式表示用于快速
Ｓｈａｍｉｒ算法后，需要做一定数量的预计算，而减少的联
合汉明重量所节省的点加运算计算量，是否多于预计

算所需的计算量．文献［１１］提出了一种五元联合稀疏形
式表示方法，将该表示用于 Ｓｈａｍｉｒ算法，需要大约 ｌ个
倍点运算和０３８７ｌ个点加运算．

本文经过深入的研究和分析，提出了一种新五元

联合稀疏形式表示，其平均联合汉明重量仅为１／３ｌ．

２ 一种新的五元联合稀疏形式表示

２．１ 预计算量

在椭圆曲线点群中，计算任意点的三倍点运算需

要基域的两个乘逆运算和四个乘法运算（２Ｉ＋４Ｍ）．如
果整数对用 ｕｉ，ｊ＝０，±１，±３五个值表示，则采用快速
Ｓｈａｍｉｒ算法就需要预计算 ３Ｐ，３Ｑ，３Ｐ＋３Ｑ，３Ｐ－３Ｑ，
３Ｐ＋Ｑ，３Ｐ－Ｑ，Ｐ＋３Ｑ，Ｐ－３Ｑ，Ｐ＋Ｑ，Ｐ－Ｑ，总共需
要１２个乘逆运算和２４个乘法运算（１２Ｉ＋２４Ｍ）．
２．２ 新五元联合稀疏形式表示的定义

定义１ 设整数对 ｘ，ｙ表示为

ｘ＝＜ｘｌ，ｘｌ－１，…，ｘ１，ｘ０＞＝∑
ｌ

ｉ＝０
ｘｉ·２ｉ

ｙ＝＜ｙｌ，ｙｌ－１，…，ｙ１，ｙ０＞＝∑
ｌ

ｉ＝０
ｙｉ·２ｉ

其中 ｘｊ，ｙｊ＝０，±１，±３，０≤ｊ≤ｌ．如果称之为新五元联
合稀疏形式表示，必须满足：

（ＮＷＪＳ１） 对ｊ，０≤ｊ≤ｌ－２，若 ｘｊｙｊ≠０，则 ｘｊ＋１
＝ｙｊ＋１＝ｘｊ＋２＝ｙｊ＋２＝０．
（ＮＷＪＳ２） 对ｊ，０≤ｊ≤ｌ－１，若 ｘｊ，ｙｊ中一个为

零一个非零，则 ｘｊ＋ｙｊ＝±１且 ｘｊ＋１，ｙｊ＋１同时为零或同
时非零．

备注１：若 ｘｊ，ｙｊ中一个为零一个非零，则 ｘｊ＝±１，ｙｊ＝０或 ｘｊ＝０，
ｙｊ＝±１．
备注２：若 ｘｊ，ｙｊ中至少有一个非零，则 ｘｊ＋１≡ｙｊ＋１（ｍｏｄ２）．
备注３：对ｊ，０≤ｊ≤ｌ－２，若 ｘｊｘｊ＋１≠０（ｙｊｙｊ＋１≠０），则 ｘｊ＋２＝０

（ｙｊ＋２＝０），即任意连续的三项不能全部非零．

２．３ 新五元联合稀疏形式表示算法

对给定的整数对 ｘ，ｙ，以下的算法输出其新五元联
合稀疏形式表示

ｘ( )ｙ ＝
ｘｌ … ｘ１ ｘ０
ｙｌ … ｙ１ ｙ( )

０

为方便，以下约定 ｘｍｏｄ８表示满足 ｘ＝ｑ·８＋ｒ和
－４＜ｒ≤４的惟一的整数 ｒ，这里 ｑ是一个整数．ｘｍｏｄａ
表示通常的ｘ模ａ所得的非负余数，ｘ≡ｙ（ｍｏｄ２）表示
ｘ和ｙ关于模２同余，ｘｙ（ｍｏｄ２）表示 ｘ和ｙ关于模２
不同余．

以下算法的基本思想是：若 ｘ，ｙ都为偶数，则输出
ｘｊ
ｙ( )
ｊ
＝ ( )００．若 ｘ，ｙ都 为 奇 数，则 输 出

ｘｊ
ｙ( )
ｊ
＝

ｘｍｏｄ８
ｙ( )ｍｏｄ８

．若 ｘ，ｙ一奇一偶，则选择合适的δｊ，δ′ｊ∈

｛１，－１｝，使得（ｘ－δｊｘｊ）／２≡（ｙ－δ′ｊｙｊ）／２（ｍｏｄ２）成立，
这里 ｘｊ＝ｘｍｏｄ２，ｙｊ＝ｙｍｏｄ２．
算法１ 新五元联合稀疏形式表示算法

输入：整数对 ｘ，ｙ．

输出：ｘ，ｙ的新五元联合稀疏形式表示
ｘｌ … ｘ１ ｘ０
ｙｌ … ｙ１ ｙ( )

０
．

（１）ｊ←０；
（２）Ｗｈｉｌｅｘ≠０ｏｒｙ≠０ｄｏ
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（２．１）ｘｊ←ｘｍｏｄ２，ｙｊ←ｙｍｏｄ２；
（２．１．１）ｉｆｘｊｙｊ≠０ｔｈｅｎ

ｘｊ←ｘｍｏｄ８，ｙｊ←ｙｍｏｄ８；

ｅｎｄｉｆ
（２．１．２）ｉｆｘｊｘｊ＝０ａｎｄｘｊ＋ｘｊ≠０ｔｈｅｎ

（２．１．２．１）ｉｆ（ｘ－ｘｊ）／２（ｙ－ｙｊ）／２（ｍｏｄ２）ｔｈｅｎ
ｘｊ←－ｘｊ，ｙｊ←－ｙｊ；

ｅｎｄｉｆ
ｅｎｄｉｆ

（２．２）ｘ←（ｘ－ｘｊ）／２，ｙ←（ｙ－ｙｊ）／２；
（２．３）ｊ←ｊ＋１；
Ｅｎｄｗｈｉｌｅ

２４ 新五元联合稀疏形式表示的惟一性

定理１ 任一整数对 ｘ，ｙ的新五元联合稀疏形式
表示是惟一的．

证明 由新五元联合稀疏形式表示的定义知，只

需证明满足条件（ＮＷＪＳ１）和（ＮＷＪＳ２）的联合表示形式
是惟一的即可．

（反证法）假设整数对 ｘ，ｙ有不同的五元联合稀疏

形式表示
ｘｌ … ｘ１ ｘ０
ｙｌ … ｙ１ ｙ( )

０
和
ｘ′ｌ′ … ｘ′１ ｘ′０
ｙ′ｌ′ … ｙ′１ ｙ′( )

０

，则

必然存在某个 ｊ，０≤ｊ≤ｌ，使得
ｘｊ
ｙｊ
≠
ｘ′ｊ
ｙ′ｊ
．假设 ｇ是使得

ｘｊ
ｙｊ
≠
ｘ′ｊ
ｙ′ｊ
的最小值，即对ｋ，０≤ｋ≤ｇ－１，有

ｘｋ
ｙｋ
＝
ｘ′ｋ
ｙ′ｋ
，则

ｕｘ，ｇ－１＝∑
ｇ－１

ｉ＝０
ｘｉ·２ｉ＝∑

ｇ－１

ｉ＝０
ｘ′ｉ·２ｉ，ｕｙ，ｇ－１＝∑

ｇ－１

ｉ＝０
ｙｉ·２ｉ

＝∑
ｇ－１

ｉ＝０
ｙ′ｉ·２ｉ．令 ｖｘ，ｇ－１＝

（ｘ－ｕｘ，ｇ－１）
２ｇ

＝∑
ｌ

ｉ＝ｇ
ｘｉ·２ｉ－ｇ

＝∑
ｌ

ｉ＝ｇ
ｘ′ｉ·２ｉ－ｇ，ｖｙ，ｇ－１ ＝

（ｙ－ｕｙ，ｇ－１）
２ｇ

＝∑
ｌ

ｉ＝ｇ
ｙｉ·２ｉ－ｇ

＝∑
ｌ

ｉ＝ｇ
ｙ′ｉ·２ｉ－ｇ．不失一般性，设 ｘｇ≠ｘ′ｇ，则 ｘｇｘ′ｇ≠０（否则

ｘｇ和 ｘ′ｇ 一 个 为 零 一 个 非 零，将 导 致 ｖｘ，ｇ－１ ＝
（ｘ－ｕｘ，ｇ－１）

２ｇ
＝∑

ｌ

ｉ＝ｇ
ｘｉ·２ｉ－ｇ＝∑

ｌ

ｉ＝ｇ
ｘ′ｉ·２ｉ－ｇ既是奇数又是

偶数，矛盾！），此时由定义 １后面的备注 ２知 ｘｇ＋１≡
ｙｇ＋１（ｍｏｄ２），ｘ′ｇ＋１≡ｙ′ｇ＋１（ｍｏｄ２）．
（１）若 ｘｇ，ｘ′ｇ∈｛１，－１｝，则由 ｘｇ≠ｘ′ｇ知ｘｇｘ′ｇ＝－１，

即 ｘｇ和ｘ′ｇ中一个为１，另一个为 －１，此时由 ｖｘ，ｇ－１＝

２∑
ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘｉ·２ｉ－ｇ－１＋ｘｇ＝２∑

ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘ′ｉ·２ｉ－ｇ－１＋ｘ′ｇ知２（∑

ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘｉ

·２ｉ－ｇ－１－∑
ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘ′ｉ·２ｉ－ｇ－１）＝ｘ′ｇ－ｘｇ＝±２，故∑

ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘｉ·

２ｉ－ｇ－１－∑
ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘ′ｉ·２ｉ－ｇ－１＝ ±１，从而 ∑

ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘｉ·２ｉ－ｇ－１

∑
ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘ′ｉ·２ｉ－ｇ－１（ｍｏｄ２），进而 ｘｇ＋１ｘ′ｇ＋１（ｍｏｄ２）．

若２能整除 ｖｙ，ｇ－１，则 ｙｇ＝ｙ′ｇ＝０，再由 ｖｙ，ｇ－１＝
（ｙ－ｕｙ，ｇ－１）

２ｇ
＝∑

ｌ

ｉ＝ｇ
ｙｉ·２ｉ－ｇ＝∑

ｌ

ｉ＝ｇ
ｙ′ｉ·２ｉ－ｇ知 ｙｇ＋１≡ｙ′ｇ＋１

（ｍｏｄ２），故 ｘｇ＋１≡ｘ′ｇ＋１（ｍｏｄ２），矛盾！
若２不能整除 ｖｙ，ｇ－１，则 ｙｇ≠０，ｙ′ｇ≠０，而 ｘｇ＝１或

－１，从而 ｘｇｙｇ≠０，故由新五元联合稀疏形式表示的定
义知 ｘｇ＋１，ｙｇ＋１必同时为零．同理由 ｘ′ｇｙ′ｇ≠０知 ｘ′ｇ＋１，
ｙ′ｇ＋１也必同时为零，故 ｘｇ＋１≡ｘ′ｇ＋１（ｍｏｄ２），矛盾！
（２）若 ｘｇ，ｘ′ｇ∈｛３，－３｝，则 ｘｇｘ′ｇ＝－９，即 ｘｇ和ｘ′ｇ中

一个为３，另一个为－３，此时由 ｖｘ，ｇ－１＝２∑
ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘｉ·２ｉ－ｇ－１

＋ｘｇ＝２∑
ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘ′ｉ·２ｉ－ｇ－１＋ｘ′ｇ知 ２（∑

ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘｉ·２ｉ－ｇ－１

－∑
ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘ′ｉ·２ｉ－ｇ－１）＝ｘ′ｇ－ｘｇ＝±６，进而∑

ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘｉ·２ｉ－ｇ－１

－∑
ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘ′ｉ·２ｉ－ｇ－１＝±３，故 ｘｇ＋１ｘ′ｇ＋１（ｍｏｄ２）．

若２能整除 ｖｙ，ｇ－１，则 ｙｇ＝ｙ′ｇ＝０，再由 ｖｙ，ｇ－１＝
（ｙ－ｕｙ，ｇ－１）

２ｇ
＝∑

ｌ

ｉ＝ｇ
ｙｉ·２ｉ－ｇ＝∑

ｌ

ｉ＝ｇ
ｙ′ｉ·２ｉ－ｇ知 ｙｇ＋１≡ｙ′ｇ＋１

（ｍｏｄ２），故 ｘｇ＋１≡ｘ′ｇ＋１（ｍｏｄ２），矛盾！
若２不能整除 ｖｙ，ｇ－１，则 ｙｇ≠０，ｙ′ｇ≠０，而 ｘｇ＝３或

－３，从而 ｘｇｙｇ≠０，故由新五元联合稀疏形式表示的定
义知 ｘｇ＋１，ｙｇ＋１必同时为零．同理由 ｘ′ｇｙ′ｇ≠０知 ｘ′ｇ＋１，
ｙ′ｇ＋１也必同时为零，故 ｘｇ＋１≡ｘ′ｇ＋１（ｍｏｄ２），矛盾！
（３）若 ｘｇ和 ｘ′ｇ中一个为 １或 －１，另一个为 ３或

－３，则 ｘｇｘ′ｇ＝±３．由 ｖｘ，ｇ－１＝２∑
ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘｉ·２ｉ－ｇ－１＋ｘｇ＝

２∑
ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘ′ｉ·２ｉ－ｇ－１＋ｘ′ｇ知 ２（∑

ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘｉ·２ｉ－ｇ－１－∑

ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘ′ｉ·

２ｉ－ｇ－１）＝ｘ′ｇ－ｘｇ＝±２或 ±４，进而 ∑
ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘｉ·２ｉ－ｇ－１

－∑
ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘ′ｉ·２ｉ－ｇ－１＝ ±１或 ±２，故 ∑

ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘｉ·２ｉ－ｇ－１

∑
ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘ′ｉ·２ｉ－ｇ－１（ｍｏｄ４）．

若２能整除 ｖｙ，ｇ－１，则 ｙｇ＝ｙ′ｇ＝０，由 ｘｇｘ′ｇ≠０及定
义１后面的备注１知，此时必有 ｘｇ，ｘ′ｇ∈｛１，－１｝，这与
ｘｇｘ′ｇ＝±３矛盾！
若２不能整除 ｖｙ，ｇ－１，则 ｙｇ≠０，ｙ′ｇ≠０，从而 ｘｇｙｇ≠

０，ｘ′ｇｙ′ｇ≠０，故由新五元联合稀疏形式表示的定义知
ｘｇ＋１＝ｙｇ＋１＝ｘｇ＋２＝ｙｇ＋２＝０，ｘ′ｇ＋１＝ｙ′ｇ＋１＝ｘ′ｇ＋２＝ｙ′ｇ＋２

＝０，进而∑
ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘｉ·２ｉ－ｇ－１≡０（ｍｏｄ４），∑

ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘ′ｉ·２ｉ－ｇ－１≡０
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（ｍｏｄ４），于是∑
ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘｉ·２ｉ－ｇ－１≡∑

ｌ

ｉ＝ｇ＋１
ｘ′ｉ·２ｉ－ｇ－１（ｍｏｄ４），

矛盾！

综上可知，不论哪种情形都将导致矛盾，从而任一

整数对 ｘ，ｙ的新五元联合稀疏形式表示必是惟一的．
证毕

２．５ 新五元联合稀疏形式表示的平均联合汉明重

量

定义２ 设
ｘｌ … ｘ１ ｘ０
ｙｌ … ｙ１ ｙ( )

０
是整数对 ｘ，ｙ的新

五元联合稀疏形式表示，ｘ＝＜ｘｌ，ｘｌ－１，…，ｘ１，ｘ０＞，
ｙ＝＜ｙｌ，ｙｌ－１，…，ｙ１，ｙ０ ＞，称 ｌｘ＝ｍａｘ

ｉ
｛ｉ＋１

ｘｉ≠０，０≤ｉ≤ｌ｝和 ｌｙ＝ｍａｘ
ｉ
｛ｉ＋１ｙｉ≠０，０≤ｉ≤ｌ｝分别

为 ｘ和ｙ在新五元联合稀疏形式表示中的长度，称 ｌｘ，ｙ

＝ｍａｘ
ｉ
｛ｉ＋１

ｘｉ
ｙ( )
ｉ
≠( )００，０≤ｉ≤ｌ｝为整数对 ｘ，ｙ的新

五元联合稀疏形式表示的长度．这里定义 ｌ０＝０．
显然 ｘ＝＜ｘｌｘ－１，…，ｘ１，ｘ０＞，ｙ＝＜ｙｌｙ－１，…，ｙ１，

ｙ０＞，ｌｘ，ｙ＝ｍａｘ｛ｌｘ，ｌｙ｝．特别地，ｌｘ，０＝ｌｘ，ｌ０，ｙ＝ｌｙ．
为计算整数对 ｘ，ｙ的新五元联合稀疏形式表示的

平均联合汉明重量，引入以下三个引理．

引理１ 设
ｘｌ … ｘ１ ｘ０
ｙｌ … ｙ１ ｙ( )

０
是整数对 ｘ，ｙ的新

五元联合稀疏形式表示，ｌｘ，ｙ＝ｌ＋１，则
（１）ｌｙ＜ｌｘ时必有ｘｌ≠０，ｘｌ－１＝０．
（２）ｌｘ＝ｌｙ时，ｘｌ≠０，ｘｌ－１＝０和 ｙｌ≠０，ｙｌ－１＝０至少

有一种情形出现．

引理２ 设
ｘｌ … ｘ１ ｘ０
ｙｌ … ｙ１ ｙ( )

０
是整数对 ｘ，ｙ的新

五元联合稀疏形式表示，ｘ＝＜ｘｌｘ－１，…，ｘ１，ｘ０＞，ｙ＝
＜ｙｌｙ－１，…，ｙ１，ｙ０＞，ｌｘ≥１，ｌｙ≥１，则 ｘ＞０（ｙ＞０）当且
仅当 ｘｌｘ－１＞０（ｙｌｙ－１＞０）．

引理３ 设
ｘｌ … ｘ１ ｘ０
ｙｌ … ｙ１ ｙ( )

０
是整数对 ｘ，ｙ的新

五元联合稀疏形式表示，则

（１）对 ｊ，０≤ ｊ≤ ｌ－２， ∑
ｊ＋２

ｉ＝ｊ
ｘｉ·２ｉ－ｊ ≤

＜３１０＞ ＝３·２２＋１·２＋０＝１４．

（２）对 ｊ，０≤ ｊ≤ ｌ－１， ∑
ｊ＋１

ｉ＝ｊ
ｘｉ·２ｉ－ｊ ≤

＜３１＞ ＝３·２＋１＝７．
（３）对ｊ，０≤ｊ≤ｌ，ｘｊ≤ ３ ＝３．
引理３说明，在新五元联合稀疏形式表示中，连续

三位数字对应数值的绝对值以３１０对应的绝对值１４为
最大，连续两位数字对应数值的绝对值以３１对应的绝

对值７为最大，一位数字对应数值的绝对值以３对应的
绝对值３为最大．

定理２ 设
ｘｌ … ｘ１ ｘ０
ｙｌ … ｙ１ ｙ( )

０
是整数对 ｘ，ｙ的新

五元联合稀疏形式表示，若 ｘ，ｙ的传统二进制表示分
别有ｍｘ和ｍｙ位，则 ｌｘ，ｙ≤ｍａｘ｛ｍｘ，ｍｙ｝＋１．

利用引理１～３可证得以下定理．
定理３ 任一二进制长度为 ｌ的整数对的新五元

联合稀疏形式表示的平均联合重量是
１
３ｌ．

由定理３知，将新五元联合稀疏形式表示用于快速

Ｓｈａｍｉｒ算法，需要大约 ｌ个倍点运算和 １３ｌ个点加运

算，而文献［１０］中的三元联合稀疏形式表示的平均联合

汉明重量为
１
２ｌ，从而与文献［１０］中的算法相比，可节省

１
２ｌ－

１
３ｌ＝

１
６ｌ（≈０１６７ｌ）个点加运算，即

１
６ｌＩ＋

１
３ｌＭ

个基域运算．而预计算需要１２个乘逆运算和２４个乘法
运算，即１２Ｉ＋２４Ｍ个基域运算，所以，与文献［１０］中的
三元联合稀疏形式表示方法相比，快速 Ｓｈａｍｉｒ算法总

共可以减少（
１
６ｌ－１２）Ｉ＋（

１
３ｌ－２４）Ｍ个基域运算．文

献［１１］中的五元联合稀疏形式表示的平均联合汉明重
量为 ０３８７ｌ，从而与文献［１１］中的算法相比，可节省

０３８７ｌ－１３ｌ≈００５４ｌ个点加运算，即００５４ｌＩ＋０１０８ｌＭ

个基域运算，而本文中的算法和文献［１１］中的算法需要
相同的预计算，所以，与文献［１１］中已有的一种五元联
合稀疏形式表示方法相比，快速 Ｓｈａｍｉｒ算法总共可以
减少００５４ｌＩ＋０１０８ｌＭ个基域运算．表１是本文中的算
法和文献［１０］、［１１］中相应算法的比较．

表１ 不同的联合稀疏形式表示算法之间的比较

算法名称

平均联

合汉明

重量

需要的

点加运

算数量

本文中的算

法减少的点

加运算

本文中的算法减

少的基域运算

三元联合稀疏

形式表示［１０］
１／２ｌ １／２ｌ １／６ｌ个 １／６ｌＩ＋１／３ｌＭ个

五元联合稀疏

形式表示［１１］
０．３８７ｌ０．３８７ｌ ０．０５４ｌ个 ０．０５４ｌＩ＋０．１０８ｌＭ个

本文中的算法 １／３ｌ １／３ｌ — —

３ 结论

本文提出了一种新的五元联合稀疏形式表示方

法，将该新五元联合稀疏形式表示用于快速 Ｓｈａｍｉｒ算
法，与文献［１０］中的三元联合稀疏形式表示方法相比，

可节省（
１
６ｌ－１２）Ｉ＋（

１
３ｌ－２４）Ｍ个基域运算；与文献

［１１］中的五元联合稀疏形式表示方法相比，可节省
００５４ｌＩ＋０１０８ｌＭ个基域运算，从而与同类算法相比，
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具有很大的优势．由于目前很多椭圆曲线密码体制需
要计算标量乘法对，从而本文的研究是非常有意义的．
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